
BCPST-1 Feuille 11 d’exercices pour les colles du 11 au 15 décembre Décembre 2017

Exercice 1 :
Pour tout entier naturel n, on pose In =

∫ π
4

0 (tan(x))ndx.

1. Calculer I0 et montrer que I1 = 1
2 ln 2.

2. Montrer : ∀n ∈ N, In+ In+2 = 1
n+1 (ne pas forcément se précipiter sur une intégration par parties !).

3. Justifier : ∀n ∈ N, 0 6 In 6 In + In+2 puis montrer que (In) converge vers une limite à préciser.

4. Pour tout entier naturel n, on pose pn = I2n.

(a) Justifier : ∀n ∈ N, pn+1 = 1
2n+1 − pn.

(b) Montrer : ∀n ∈ N∗, (−1)n−1pn = −π
4 +∑n

k=1
(−1)k−1

2k−1 . En déduire :

lim
n→+∞

n∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1 = π

4 .

Exercice 2 :

1. Soit k un entier supérieur ou égal à 2. Montrer :

1
(k + 1)(ln(k + 1))2 6

∫ k+1

k

1
t(ln t)2dt.

2. En déduire :
∀n ∈ N\{0, 1},

n∑
j=2

1
j(ln j)2 6

1
2(ln 2)2 + 1

ln 2

3. On définit la suite (Sn)n∈N\{0,1} par :

∀n ∈ N\{0, 1}, Sn =
n∑
j=2

1
j(ln j)2 .

Montrer que (Sn)n∈N\{0,1} converge.

Exercice 3 :
On considère la fonction définie par f(x) =

(
1 + 1

x

)x
.

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Montrer que, pour tout x ∈ R∗+, ln(x) 6 x− 1 et en déduire ln(x) > 1− 1
x
.

3. Étudier les variations de f sur ]0,+∞[ .

4. Établir : ∀n ∈ N∗, 2 6
(
1 + 1

n

)n
6 e.

5. (a) Calculer lim
h→0

ln(1+h)
h

. Indication : c’est la dérivée de ää en ää.

(b) En déduire le calcul de lim
x→+∞

(
1 + 1

x

)x
.
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