BCPST-1 Feuille 14 d’exercices pour les colles du 15 au 19 janvier Janvier 2018

Exercice 1] :

Soit I = }—g, g{ Pour tout x € I, on pose g(z) = tan(z).

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe un polynoéme P, tel que :
Ve € I, ¢ (z) = P,(tan(z)).

Déterminer également (au cours du raisonnement) une relation entre P,y et P).
2. Calculer Py, P, Py, Ps, P, et Ps. Calculer ¢ (z) pour x € I.
3. Factoriser P; dans C[X].

4. Déterminer (en justifiant) le mondéme dominant de P, pour tout entier naturel n.

Exercice 2| :

a 1 1 1 1 1 1 1

1 a 1 1 ) 1 1 1 1
Soit a € C et M la matrice . Soit J la matrice

11 a1 1111

1 11 a 1 1 1 1

1. Exprimer M en fonction de a, I, et J.

2. Trouver une relation trés simple entre J? et J. En déduire une expression de M? en fonction de M

et 14.
3. Trouver les valeurs de a pour lesquelles M est inversible, et déterminer M ! le cas échéant.

4. Calculer J? en fonction de J puis J* en fonction de J. Conjecturer et démontrer une formule reliant

J" a J pour n € N*.

5. En déduire le calcul de M™ pour tout entier naturel n.

Exercice 3| :

3 =2 -1 1 00
Onnote M=1]1 0 —1|etl=[0 1 0] (matrice unité de M3(R)).
0 0 2 001

1. Trouver deux entiers a et b tels que : M? = aM + bl
2. Montrer que, pour tout entier n € N, il existe un couple de réels (a,, b,) tel que :
M" =a,M +b,1
Donner les valeurs de ag, by, a1 et by, et exprimer, pour tout entier n € N, a,,.1 et b,
en fonction de a,, et b,.
3. Montrer que la suite (a,),>o vérifie : Vn € N, a, 10 = 3a,11 — 2a,.

4. En déduire a, puis b,, en fonction de n, et enfin 'expression (détaillée) de M™ en fonction de n.
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