BCPST-1 Feuille 21 d’exercices pour les colles du 19 au 23 mars Mars 2018

Exercice 1] :

On se place dans I'espace affine euclidien muni d’un repéere orthonormal d’origine O.

r=3+2
Soit la droite D dont § y =3 ++¢  est une représentation paramétrique.
z=14+1

1. Calculer la distance f(t) de O au point M(t) de parametre ¢ de D. Déterminer la valeur de ¢ pour
laquelle cette distance est minimale.

On note ¢, ce réel et on note H le point M () (appelé projeté orthogonal de O sur D).
Que vaut la distance OH? (elle représente la distance de O a la droite D).

2. Montrer que le plan P d’équation x — 2z = 1 contient la droite D puis déterminer une équation

cartésienne du plan P’ contenant D et perpendiculaire a P.
.
3. Calculer la distance de O a P, c’est-a-dire la distance OH' ou H' est le point de P tel que OH' est
normal au plan P.

Retrouver alors la distance de O a D calculée a la question 1.

Exercice 2| :

On se place dans le plan affine euclidien muni d'un repere orthonormé.

On considére les cercles C et C' d’équations respectives 22 4+ y?> —4 =0 et 2% + y? — 8z + 15 = 0.

1. Déterminer les centres € et ' ainsi que les rayons R et R’ de ces cercles.

2. Justifier 'existence du barycentre I du systeme pondéré ((2, R'), (€', —R)) et déterminer ses coor-

données.

3. Soit My : (zo,Y0) un point de C. On rappelle que la tangente en M, au cercle C est la droite
perpendiculaire a (2My) passant par M, (cette droite coupe alors le cercle C en un seul point).

Déterminer une équation de cette tangente (en fonction de zg et yp).
4. Déterminer le point A de C d’ordonnée positive tel que la tangente a C en A passe par I.

5. Montrer que la droite (AI) est aussi tangente a C'.

Exercice 3| :

On suppose que A, B, C' sont trois points non alignés du plan affine formant un triangle ABC.

On suppose que P est un point n’appartenant a aucune des droites (AB), (AC) et (BC).

On note respectivement A’ B’ C" les points d’intersection de (AP) et (BC), (BP) et (AC), (CP) et (AB).
On suppose de plus que (B'C") et (BC') se coupent en un point D, que (AB) et (A’B’) se coupent en un
point E, et (AC) et (A'C") se coupent en un point F.

L’objectif de 'exercice est de montrer que D, E, I’ sont alignés.
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1. Justifier l’exis—tgnce de réels k4, kg, ko non nuls et différents de 1 tels que ﬁ =k AA, ﬁ = kg BB’
ot CP = ke OO

2. En déduire qu'il existe des réels o, o/, 3, 5, 7,7 non nuls et différents de 1 tels que
P est barycentre de ((A,«a), (A", /) et a+a' =1,
P est barycentre de ((B, (), (B’,(") et B+ =1,
P est barycentre de ((C,7),(C",7")) et v+~ = 1.

3. En déduire que, pour tout point M du plan,
— —
BMB — A MC = —3MB +~MC'
YMC —aMA =o' MA —~'MC"
BMB — aMA =o' MA — B MB

4. (a) Supposons par l'absurde 5 — v = 0. Que vaudrait alors —f’ + 4’7 Déduire de la question
précédente une contradiction.
(b) Soit M un point du plan.
Réduire le vecteur S M g —yM (% en un seul vecteur faisant intervenir M et un barycentre G
d’un systéme pondéré.
En choisissant judicieusement M, montrer que G € (BC).
(¢) Montrer de méme que G € (B'C") puis G = D.
5. En utilisant les égalités de la question 3 et un raisonnement analogue a celui de la question 4, montrer

que F et F' sont des barycentres de systemes pondérés a déterminer.

6. Montrer que E est barycentre du systeme pondéré ((D, 5 —7), (F,y— «)) puis conclure que D, E, F'

sont alignés.
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