BCPST-1 Feuille 25 d’exercices pour les colles du 14 au 18 mai Mai 2018

Exercice 1] :

On considere la fonction f définie sur I = |0, +o0o] par f(z) =z + Inz.

1. Montrer que f a un unique point fixe sur I que 'on déterminera.

2. Montrer que f réalise une bijection de I vers un intervalle J a déterminer.
On note g 'application de J dans I, bijection réciproque de f : 1 — J.

3. Montrer que g est dérivable sur J et que : Vo € J, ¢'(z) = %.
En déduire la valeur de ¢'(1).

4. Montrer que g(y) ~ y.

Yy—+0o0

Exercice 2| :
xT

On définit la fonction f sur R par f(x) = e“rTe‘

1. Montrer que f possede sur [0, 1] un unique point fixe noté a.
2. Soit (a,b) € [0,1]*. Montrer |f(b) — f(a)| < 2lb—al.
(Indication : on vérifiera l'inégalité si a = b et, si a # b, on appliquera la formule des accroissements

finis a f sur le segment d’extrémités a et b).

3. On définit la suite u = (uy,)n>0 par : up = % et, pour tout n € N, u, 11 = f(uy).
(a) Justifier : Vn € N, u,, € [0,1].
(b) Montrer : Vn € N, |u, — af < (%)n X |up — .
(¢) En déduire que la suite (u,),>0 converge et déterminer sa limite.

4. Ecrire une fonction Python prenant un réel strictement positif € en entrée et donnant en sortie une

valeur approchée de a a e pres.

: Les deux questions 1) et 2) sont indépendantes.
1. Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f(a) = f(b) = 0. On fixe ¢ € R\[a, b]. On veut montrer qu’il
existe une tangente a la courbe de f passant par le point de coordonnées (c,0).
(a) Faire un dessin représentant sur un exemple ce que 1'on doit montrer.
(b) On pose g(x) = % Justifier 'existence d'un réel u € ]a, b] tel que ¢'(u) = 0.
(c¢) Conclure.

2. Soit f : [0, a] — R dérivable, telle que f(0) = 0 et Vz € [0,a], f'(z) > 0. On veut montrer l'existence

d'un réel k strictement positif tel que Vo € [0,a], f(x) > kx.

Pour cela, on posera g(x) = % pour tout z € ]0,al.

(a) Montrer que g est prolongeable par continuité en 0. On notera encore ¢ la fonction ainsi pro-

longée (donc définie et continue sur [0, al).
(b) Justifier : Yz € [0,al, g(z) > 0.

(c) Conclure.
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