
BCPST-1 Feuille d’exercices 12 pour la semaine du 7 au 11 janvier Décembre 2018

Exercice 1 :
Les questions 1) et 2) sont indépendantes.

1. Soit P = X3 + pX2 + X + q où (p, q) ∈ R+ × R.

Déterminer p et q pour que P admette une racine triple puis factoriser P dans C[X].

2. Trouver le ou les polynômes P de C5 [X] tels que (X + 2)3 divise P + 256 et (X− 2)3 divise P − 256.

Exercice 2 :

Soit A =


0 1 −1
−3 4 −3
−1 1 0

 et I3 la matrice unité de taille 3.

1. Calculer A2 puis trouver a, b ∈ R tels que A2 = aA + bI3.

2. Soit n ∈ N et P = Xn+1 − 2Xn −X + 2.

(a) Montrer que P admet deux racines évidentes. Si n ∈ N∗, montrer que ces racines sont simples.

(b) En déduire un polynôme de degré 2 qui divise P.

3. En déduire que, pour tout entier naturel n, An+1 − 2An − A + 2I3 = 0.

4. Pour tout entier naturel n, on pose Gn = An + A− 2I3.
Trouver une relation de récurrence entre Gn+1 et Gn, puis en déduire An en fonction de n.

Exercice 3 :

On considère la matrice A =


2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe des entiers naturels xn et yn tels que :

An =


xn yn yn

yn xn yn

yn yn xn



et que : ∀n ∈ N,

 xn+1 = 2(xn + yn)
yn+1 = xn + 3yn

.

2. Montrer que la suite (xn − yn)n∈N est constante et déterminer la valeur de xn − yn pour tout entier
naturel n.

3. En déduire une relation entre xn+1 et xn valable pour tout entier naturel n, puis déterminer xn en
fonction de n.

4. En déduire l’expression de An pour tout entier naturel non nul n.
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