BCPST-1 Feuille d’exercices 14 pour la semaine du 21 au 25 janvier Janvier 2019

Exercice 1] :

5 —2 5

Onpose B=|—-1 3 —2]| et, pour n € N*, on notera [,, la matrice unité de taille n.

1.

AR I

-6 0 =5
Soit A € M,,(R) une matrice telle que A? = 0 pour un certain entier naturel p.
Montrer que I,, — A est inversible, d’inverse I,, + A+ A%+ - -+ AP~L cest-a-dire : (I, — A)~! = Zi:Ak.
En déduire que B est inversible et calculer B~ )
Utiliser une autre méthode pour montrer que B est inversible et pour calculer B,
Calculer B™ pour tout entier naturel n.

Ecrire une fonction Python prenant en entrée une matrice carrée A et un entier naturel non nul p.
Cette fonction devra calculer et donner en sortie la somme I, + A+ A%+ .-+ AP7! (si A est carrée
de taille n). On importera la bibliothéque numpy via I'instruction import numpy as np.

A faire chez soi : utiliser cette fonction ainsi que np.linalg.inv pour vérifier les résultats obtenus

aux questions 1) et 2).

Exercice 2| :

Soit (E) : z(1 + )y’ + y = arctan(z).

1.

2.

3.

a) Déterminer des réels a, b, ¢ tels que : Vz € |0, +o0], m =1 (Hix + z';fﬁ) .

m sur ]O, +OO[ .

a) Soit g(x) = —arcgzinl(x) + F(x). Calculer ¢'(x) pour tout réel z > 0.

(b) Résoudre alors sur ]0, +oo[ I'équation différentielle (E).

(a)
(b) En déduire une primitive F' de = —
(a)

Soit a € R. Déterminer 'expression de la solution ¢ de (E) telle que ¢(1) = a puis

écrire une fonction Python prenant en entrée un réel a et tragant le graphe de la fonction ¢ solution
de (E) sur [1,10] telle que (1) = a.

On importera matplotlib.pyplot via l'instruction import matplotlib.pyplot as plt et, si be-

soin, les bibliotheques math via import math as m et numpy via import numpy as np.

Exercice 3| :

On rappelle quun condensateur de capacité C' (en farad) dans un circuit électrique est traversé a l'instant

t par un courant i(t) satisfaisant a la relation

du(t)
dt

i(t) =C x =C xu'(t)

ol u(t) est la tension aux bornes du condensateur a 'instant ¢ comme indiqué dans le schéma ci-dessous.
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On consideére le circuit ci-contre :
()Te(t) C = |u(t)

ou e est une tension sinusoidale : e(t) = E,, x cos(wt) (ou E,, > 0 est 'amplitude du signal). On cherche
a déterminer I'expression de la tension wu(t) en fonction de ¢.
On posera dans la suite 7 = RC.
1. Utiliser la loi des mailles pour établir une relation entre e, u, R et 1.
2. En déduire une équation différentielle linéaire du premier ordre (E) satisfaite par la tension u aux
bornes du condensateur.
3. (a) Donner I'expression des solutions de cette équation différentielle en fonction de 7,w, E,, et une
constante indéterminée.
(On cherchera une solution particuliére sous la forme ¢ — A cos(wt)+ B sin(wt) ot (A, B) € R%)
(b) Ecrire la solution particuliére précédemment trouvée sous la forme t — \ cos(wt + @) ott
g €]-m et AeRE.
On justifiera que ¢ € }—g, 0} et on exprimera ¢ en fonction de 7 et w.
On exprimera A en fonction de F,,, 7 et w.
(c) Déterminer la solution u telle que u(0) = 0 (cas ou le condensateur est déchargé a I'instant
initial).
4. (a) Ecrire une fonction Python prenant en entrée R,C,w et une liste [EL, E? ... E] de réels
strictement positifs et affichant n graphiques de la tension u en fonction du temps
(pour t € [0,2 x 107']), sachant que u(0) = 0. Ici, £}, E2, ..., E" sont les différentes ampli-
tudes du signal sinusoidal e correspondant chacune a un des n graphiques.
On importera matplotlib.pyplot via l'instruction import matplotlib.pyplot as plt et, si

besoin, les bibliotheques math via import math as m et numpy via import numpy as np.

Pour n = 3 et (R, C, f) = (100,1075,50) (ot
f est la fréquence du signal e en Hertz. On
rappelle que w = 27 f), la fonction précé-
dente a affiché les graphiques ci-contre.

Déterminer les amplitudes EL  E2? E3 de la
liste [El,FE? E3] fournie en entrée de la

fonction sachant quici E! < E? < E3 et

que ces trois nombres sont des entiers.

T T T T T T T T T
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200
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