BCPST-1 Feuille d’exercices 23 pour la semaine du 6 au 10 mai Mai 2019

Exercice 1] :

Soit f : R* — R* l'application définie par : V(z,y,2,t) € RY, f(z,y,2,t) = (y,2,t, 7).
1. Montrer que f est un automorphisme de R*.

2. Identifier f2, f3et f4 (o f2=fof, f3=fofofet ff=fofofolf).

01 00
010
3. On note J la matrice
00 01
1 0 00

(a) Justifier que J est inversible et déterminer, sans calculs, les matrices J2, J3, J4 et J~1.

(b) Déterminer une base de Im(f + f2).

Exercice 2| :

0 -2 0
On note u 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canoniqueest A= 3 1 —1
-5 —4 2

On note F l'ensemble {(z,y,2) € R*, =2z +y + 2 = 0}.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R? dont on déterminera une base et la dimension.
2. Montrer que FE est stable par u, c’est-a-dire : V(z,y, 2) € E, u((x,y,2)) € E.

3. Déterminer une base B = (e1, €3, &) de R telle que (7, e3) € E? et

0 a O
Matg(u)=11 b 0| (ot (a,b) € R?).
0 0 1
:
13 —10 5
Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est | 10 -7 5
—-10 10 -2

On notera Idgs I'application identité de R3 et Ogs I'application nulle de R3.

1. Trouver le réel a tel que f2 — f + aldgs = Ogs puis déterminer les racines A\; et Ay du polynome
XQ—X—FCLOl\l AL < Ag.
2. Trouver une base B de Ker(f — A\iIdgs) et une base C de Ker(f — AoIdgs).

3. Montrer que la famille B U C formée du ou des vecteurs de B puis du ou des vecteurs de C est une
base de R3.

4. Déterminer la matrice de f dans la base BUC. Pour n € N*, en déduire 'expression analytique

de f" = fofo---of (pour cette déduction, on pourra d’abord déterminer les coordonnées d'un
—_

n termes

vecteur (z,y, z) € R? dans la base BUC).
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